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Розв’язувальні рівняння в переміщеннях теорії тонких оболонок (модель Кірхгофа—Лява) 
при засто суванні методу скінченних елементів (МСЕ) отримують з умов стаціонарності 
функціоналу Лагранжа, в якому кути повороту дотичних до координатних ліній обчислю-
ються за формулами через вектор переміщень точок серединної поверхні у відповіднос-
ті з гіпотезами Кірхгофа—Лява, що призводить до появи похідних другого порядку і усклад-
нює процес дискретизації задачі [1, 2]. 
Також слід відзначити, що у випадку тонких оболонок складної геометрії, коли контур-
ні лінії і, відповідно, сторони скінченних елементів (СЕ) можуть не збігатися з коорди нат-
ними лініями, виникають значні математичні труднощі при виконанні умов неперервності 
(умов сумісності) кутів повороту на сторонах СЕ [1, 2].
Тому в роботі для розрахунку тонких оболонок складної форми запропоновано дві мо-
дифікації МСЕ, особливість яких полягає в наступному:
1) для шуканих величин застосовується векторна форма апроксимації [1, 3, 4];
2) вектор кутів повороту дотичних до координатних ліній не визначається за форму-
ла ми, як це прийнято в класичному МСЕ для тонких оболонок, а апроксимується бі квад-
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ратичними поліномами серендипового типу з виконанням геометричних гіпотез Кірхго-
фа — Лява тільки у вузлах СЕ [5, 6].
Постановка задачі. Розглянемо тонку оболонку товщини h , виготовлену з однорідно го 
ізотропного матеріалу і навантажену поверхневими 1 2 3{ } { , , }
Tp p p p=  та крайовими  { } { , , , }k k k k km T S Q M= 
{ } { , , , }Tk k k k km T S Q M=  силами. Віднесемо оболонку до криволінійної ортогональної системи 
координат 1 2( , , )α α γ . Вважаємо, що область зміни координат параметризації 1 2,α α  се-
ре динної поверхні Σ  є складною, в якій не всі контурні лінії збігаються з координатними. 
Параметричні рівняння серединної поверхні оболонки запишемо в глобальній декартовій 
системі координат ( , ,X Y Z ):
1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 3( , ) ( , ) ( , ) ( , )r X i Y i Z iα α = α α + α α + α α
r r rr
,
де r
r
 — радіус-вектор точки серединної поверхні оболонки; 1 2 3, ,i i i
r r r
 — орти системи коорди-
нат ( , ,X Y Z ).
Геометричні співвідношення представимо у векторній формі згідно з теорією непологих 
оболонок, в якій мають місце гіпотези Кірхгофа–Лява [3, 7]:
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11 11 11e = ε + γµ ;  22 22 22e = ε + γµ ;  12 12 122e = ε + γµ ,
де 1 2,A A  — параметри Ламе; 1 2u ue ve wn= + +
r r r r
 — вектор переміщень точок серединної 
поверхні оболонки; 1 2, ,e e n
r r r
 — орти системи координат 1 2( , , )α α γ ; 1 1 2 2e eϕ = ϕ + ϕ
r rr
 — вектор 
кутів повороту дотичних до координатних ліній, які визначаються за формулами:
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Зв’язок внутрішніх зусиль і моментів з компонентами деформації подамо на основі 
співвідношень закону Гука [3, 7]:
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;  22 22 112 ( )1
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;  12 12T Gh= ε ; (3)
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Тут , ,E G ν  — модулі Юнга, зсуву і коефіцієнт Пуассона матеріалу оболонки.
Векторна форма сумісних скінченних елементів. У даній роботі реалізовано векторну 
форму апроксимації шуканих величин, коли використовуються апроксимуючі вирази без-
посередньо для векторів переміщень і кутів повороту в довільній точці СЕ.
Сумісний МСЕ з 36 ступенями свободи (варіант 1). Розглянемо криволінійний чотири-
кутний СЕ (див. рис.), сторони якого можуть не збігатися з координатними лініями 1 2,α α .
41ISSN 1025-6415. Допов. Нац. акад. наук Укр. 2020. № 1
Сумісні скінченні елементи з векторною апроксимацією невідомих для розрахунку тонких оболонок...
Глобальні криволінійні координати 1 2,α α  довільної 
точки СЕ визначаємо через їх вузлові значення ( ) ( )1 2,
i iα α  з 
використанням біквадратичних функцій локальних коор ди-
нат ( 1 , 1− ξ η  ):
8
( )( )
1
( , ) iij j
i=
α = Φ ξ η α∑  ( 1,2)j = ,  (4)
де ( ) 2 2
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( , ) [(1 )(1 ) (1 )(1 ) (1 )(1 )]
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iΦ ξ η = + ηη − ξ  для 5,7i = ; ( ) 21( , ) (1 )(1 )2
i
iΦ ξ η = + ξξ − η  для 6,8i = .
Похідні першого порядку по локальних ( , )ξ η  і глобальних 1 2( , )α α  координатах зв’я-
зані такими співвідношеннями: 
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де [ J] — матриця Якобі перетворення координат (4).
Апроксимуємо вектор переміщення точки серединної поверхні оболонки бікубічними 
поліномами:
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…  — стовпчик значень век-
торів переміщень і їх перших похідних у кутових вузлах елемента ( )e ; (1) (1) (1) (4)1 2 3 3{ } { ( , ), ( , ), ( , ), , ( , )}N N N N N= ξ η ξ η ξ η ξ η
(1) (1) (1) (4)
1 2 3 3{ } { ( , ), ( , ), ( , ), , ( , )}N N N N N= ξ η ξ η ξ η ξ η…  — вектор-рядок бікубічних функцій форми, які обчис-
люються за формулами:
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1
( , ) (1 )(1 )(2 )
8
iN ξ η = + ξ + η + ξ + η − ξ − η ;
( ) 2
0 0 02
1
( , ) (1 ) ( 1)(1 )
8
i
iN ξ η = ξ + ξ ξ − + η ;  (7)
( ) 2
0 0 03
1
( , ) (1 )(1 ) ( 1)
8
i
iN ξ η = η + ξ + η η − ;   0 0; ( 1, 2, 3, 4)i i iξ = ξξ η = ηη = .
Похідні від вектора переміщення по локальних координатах у формулі (6) за допомо-
гою співвідношень (5) виражаються через похідні по глобальних координатах.
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Розклавши у кутових вузлах похідні першого порядку від вектора переміщення по 
глобальних координатах за базисними векторами цих вузлів, дістанемо для зазначених по-
хідних наступні вирази через невідомі функції:
( )
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Для векторів переміщень кутових вузлів СЕ і їх похідних по локальних координатах на 
основі рівностей (5) і (8) маємо такі залежності від невідомих вузлових параметрів:
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.
Підставляючи (9) в (6), приходимо до остаточного виразу для апроксимації вектора пе-
реміщень довільної точки СЕ: 
( )
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1 36 36 1
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× ×
=
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,  (10)
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 ∂α ∂α 
× +  ∂ξ ∂η  
r r
…  — вектор-рядок, який складається з 36 еле-
ментів; ( ) ( )( ) ( )1 2{ } { , , }
i ii ia e e n=
r r r r
 ( 1, 2, 3, 4)i =  — вектори базисів кутових вузлів; ( ) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (2) (4)(1) (1) (1) (2)1 11 1 1 2 22 2 2 2{ } { , , , , , , , , , , , , , }
eq u v w u= ε ω ϕ ω ε ϕ ϕ ϕ
( ) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (2) (4)(1) (1) (1) (2)
1 11 1 1 2 22 2 2 2{ } { , , , , , , , , , , , , , }
Tq u v w u= ε ω ϕ ω ε ϕ ϕ ϕ… …  — вектор-стовпчик вузлових ва-
рійованих параметрів (ступенів свободи) елемента ( )e  розмірами 36 1× .
Сумісний МСЕ з 20 ступенями свободи (варіант 2). Зменшимо кількість вузлових не-
відомих СЕ до 20: 
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( ) (1) (1) (2) (2) (4) (4)(1) (1) (1) (2) (2) (2) (4) (4) (4)
2 1 2 1 2 1 2
20 1
{ } { , , , , , , , , , , , , , , , } ,e Tq u v w u v w u v w
×
= ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ…  ви-
конавши наступні дії (кроки).
1. Посередині кожної сторони СЕ (у вузлах 5, 6, 7, 8i = ) вводимо ортогональну декар-
тову систему координат ( , , )X Y Z% % %  таким чином, щоб вісь Z%  збігалася з нормаллю ( )in
r
 до 
серединної поверхні елемента, а дві інші вісі розміщувалися у дотичній площині. Орти цієї 
системи координат позначимо через 1 2 3, ,j j j
r r r
  і візьмемо їх у такому вигляді:
( ) ( )
1
i ir r
j
∂ ∂
=
∂τ ∂τ
r rr
;   ( )3
ij n=
r
;   2 3 1j j j= ×
r r r
.  (11)
Тут τ = ξ  для сторін з номерами вузлів посередині 5, 7i =  та τ = η  для 6, 8i = .
2. Апроксимуємо уздовж сторін СЕ проекції вектора переміщення на вісі ,X Y% %  ( 1 2,u u% % ) 
лінійними поліномами, а проекцію на вісь Z%  ( 3u% ) — кубічними поліномами:
( ) ( )
1 1 10,5 (1 ) 0,5(1 )
p ku u u= − τ + + τ% % % ; ( ) ( )2 2 20,5(1 ) 0,5 (1 )
p ku u u= − τ + − τ% % % ;
( ) ( )
(1) ( ) (1) (2) ( ) (2)3 3
3 1 3 2 1 3 2( ) ( ) ( ) ( )
p k
p ku uu H u H H u H
∂ ∂
= τ + τ + τ + τ
∂τ ∂τ
% %
% % % ,  (12)
де ,p k  — номера вузлів СЕ на початку і в кінці сторони: 1p =  і 2k =  для сторони з но-
мером вузла посередині 5i = , 2p =  і 3k =  для 6i = , 3p =  і 4k =  для 7i = , 4p =  і 1k =  
для 8i = ; (1)1 ( )H τ , 
(1)
2 ( )H τ , 
(2)
1 ( )H τ , 
(2)
2 ( )H τ  — одновимірні кубічні поліноми Ерміта:
(1) 3
1 ( ) 0,25(2 3 )H τ = − τ + τ ; 
(1) 2 3
2 ( ) 0,25(1 )H τ = − τ − τ + τ ;
(2) 3
1 ( ) 0,25(2 3 )H τ = + τ − τ ; 
(2) 2 3
2 ( ) 0,25( 1 )H τ = − − τ + τ + τ .
3. Використовуючи апроксимації (12), отримаємо наступні вирази для першої похідної 
від вектора переміщення і її проекцій на вісі 1 2,α α  у вузлах ,p k :
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11 1 1 21 2 2 310,5 ( ) 0,5 ( )
ii
i k p i k p i uuпр a u u a u u aα
∂∂
= − + − +
∂τ ∂τ
r
%
% % % % ;    (13)
2
( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 3
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i k p i k p i uuпр a u u a u u aα
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де ( ) ( )1 1
i i
mma j e= ⋅
r r
; ( ) ( )2 2
i i
mma j e= ⋅
r r
; ( ) ( )3 ( 1, 2 ,3; , )
i i
mma j n m i p k= ⋅ = =
r
.
4. Обчислюємо вузлові значення компонентів вектора переміщення в системі коор-
динат ( , , )X Y Z% % %  і похідних  
( )
3
iu∂
∂τ
%
 через глобальні вузлові невідомі ( ) ( )( ) ( ) ( ) 1 2, , , ,
i ii i iu v w ϕ ϕ :
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3
i i ii i i i
m m m mu a u a v a w= + +% ;
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5. Після виконання кроків 1—4 для всіх сторін СЕ дістанемо зв’язок між кутовими 
значеннями проекцій похідних від вектора переміщення на вісі 1 2,α α  і ступенями свобо-
ди елемента:
1
1
( )
( ) ( )
1 2( )
[ ] { }
i
i e
i
u
пр
R q
u
пр
α
α
 ∂ ∂ξ 
= 
∂  ∂η 
r
r ;  
2
2
( )
( ) ( )
2 2( )
[ ] { }
i
i e
i
u
пр
R q
u
пр
α
α
 ∂ ∂ξ 
= 
∂  ∂η 
r
r   ( 1, 2, 3, 4)i = .   (15)
Тут ( )[ ]imR  ( 1, 2, 3, 4; 1, 2)i m= =  — матриці розмірами 2 20× .
6. З використанням рівностей (9) складаємо дві системи рівнянь з невідомими ( ) ( )11 2,
i iε ω  
і ( ) ( )1 22,
i iω ε :
1
1
( )( ) ( )
2( ) ( )1
1 211 2
( )( ) ( )
2( ) ( )1
1 211 2
,
;
ii i
i i
ii i
i i
u
A A np
u
A A np
α
α
 ∂α  ∂α ∂ ε + ω =   ∂ξ ∂ξ ∂ξ    ∂α ∂α  ∂
ε + ω =    ∂η ∂η ∂η 
r
r
 (16)
2
2
( )( ) ( )
2( ) ( )1
1 21 22
( )( ) ( )
2( ) ( )1
1 21 22
,
( 1, 2, 3, 4).
ii i
i i
ii i
i i
u
A A np
u
A A np i
α
α
 ∂α  ∂α ∂ ω + ε =   ∂ξ ∂ξ ∂ξ    ∂α ∂α  ∂
ω + ε = =    ∂η ∂η ∂η 
r
r
    (17)
7. Визначаємо параметри 
( ) ( )
11 2,
i i
ε ω  і 
( ) ( )
1 22,
i i
ω ε  через компоненти вектора 
( )
2{ }
e
q :
1
1
( )
( )
11 ( ) ( )( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1
1 2( ) ( )
2
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] { }
i
i
i ei i i i
i i
u
пр
A J A J R q
u
пр
α
− − − −
α
 ∂  ε ∂ξ   
= =   
ω ∂      ∂η 
r
r ;  (18)
2
2
( )
( )
1 ( ) ( )( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1
2 2( )( )
22
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] { }
i
i
i ei i i i
ii
u
пр
A J A J R q
u
пр
α
− − − −
α
 ∂  ω ∂ξ   
= =   
∂   ε   ∂η 
r
r   ( 1, 2, 3, 4)i = , (19)
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де 
1
2
0
[ ]
0
A
A
A
 
=    .
Отже, прийняття вздовж сторін СЕ апроксимацій (12) для компонентів вектора пе-
реміщень зумовлює до зменшення кількості ступенів свободи елемента з 36 до 20.
Далі за допомогою формул (18) і (19) встановлюємо зв’язок між повним і скороченим 
векторами ступенів свободи
( ) ( )
1 2{ } [ ] { }
e eq Q q=   (20)
та отримуємо наступну апроксимацію вектора переміщень довільної точки СЕ
( ) ( )
1 22 2{ } [ ] { } { } { }
e eu L Q q L q= =
r rr
.  (21)
Тут [ ]Q  — матриця розмірами 36 20× ; 2 1{ } { } [ ]L L Q=
r r
 — вектор-рядок з 20 компонентами.
Дискретна реалізація гіпотез Кірхгофа—Лява. Подамо вектор кутів повороту дотич-
них до координатних лiнiй в криволiнiйному восьмивузловому чотирикутному елементi 
(див. рис.) у виглядi бiквадратичних полiномiв серендипового типу:
8
( ) ( ) ( )
1 16 16 11
( , ) { } { },i i e
i × ×=
ϕ = Φ ξ η ϕ = Φ ϕ∑ rr r  (22) 
де ( ) ( ) ( ) ( )( ) 1 1 2 2
i i i ii e eϕ = ϕ + ϕr rr ; (1) (1) (2) (2) (8) (8)( ) 1 2 1 2 1 2{ } { , , , , , , }
e Tϕ = ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ… ;
(1) (1) (2) (2) (8) (8){ } { { }, { }, , { }e e eΦ = Φ Φ Φ
r r r r
… ; ( ) ( )( ) 1 2{ } { , }
i iie e e=
r r r
  ( 1, 2, , 8)i = … .
Складемо додатковi умови, якi еквiвалентнi геометричним гiпотезам Кiрхгофа—Лява в 
окремих вузлах [5, 6]:
а) у вершинах елемента:
( )
( ) ( )
1 ( )
11
i
i i
i
u
n
A
∂ϕ =
∂α
r
r
;   
( )
( ) ( )
2 ( )
22
i
i i
i
u
n
A
∂ϕ =
∂α
r
r
  ( 1, 2, 3, 4)i = ;  (23)
б) посерединi сторiн елемента:
( )
( ) ( )
( )
( 5, 6, 7, 8)
i
i i
i
u
n i
A
τ
τ
∂ϕ = ⋅ =
∂τ
r
r
.  (24)
Крiм цих умов, приймається, що кут повороту навколо дотичної до контуру елемента 
σϕ  змiнюється уздовж сторони за лiнiйним законом:
( ) ( ) ( )0,5( ) ( 5, 6, 7, 8)i p k iσ σ σϕ = ϕ + ϕ = .  (25)
Тут ( ) ( )( ) ( ) ( )1 2cos sin ( )
p pp p p p kσϕ = ϕ ψ + ϕ ψ → ; ψ  — кут між нормаллю σ  до сторони СЕ і 
координатною лінією 1α .
Для кутів повороту 1ϕ  і 2ϕ  посередині сторін маємо формули:
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2cos sin ; cos sin ( 5, 6, 7, 8)
i ii i i i i i i i iσ τ τ σϕ = ϕ ψ − ϕ ψ ϕ = ϕ ψ + ϕ ψ = . (26)
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За допомогою складених вище додаткових умов (23) — (25) виражаємо вектор вузлових 
кутів повороту через вектор ступенів свободи елемента ( )e  
× ××
ϕ =( ) ( )
16 116 1
{ } [ ] { }e e
n n
S q    (27)
і отримуємо остаточну апроксимацію для вектора кутів повороту
( ) ( )
1 16 16 1 1 1
{ } [ ] { } { } { }e e
n n n n
S q F q
× × × × ×
ϕ = Φ =
rrr
,  (28)
де [ ]S  — матриця зв’язку компонентів вектора вузлових кутів повороту з компонентами 
вектора ступенів свободи СЕ; ( )( ) 1{ } { }
eeq q=  і 36n =  для варіанта 1 та ( )( ) 2{ } { }
eeq q=  і 20n =  
для варіанта 2.
Розв’язувальні рівняння. Використовуючи співвідношення (1), (2), (10), (21), (28), 
умови стаціонарності функціоналу Лагранжа і традиційну процедуру МСЕ, приходимо до 
системи лінійних алгебраїчних рівнянь, яка моделює напружено-деформований стан тонкої 
оболонки складної геометрії під дією статичного навантаження:
[ ]{ } { }K q P= ,  (29)
де [ ]K  — глобальна матриця жорсткості лінійно-пружної оболонки; { }q , { }P  — глобальні 
вектори вузлових ступенів свободи і навантажень. 
Відзначимо, що для елемента ( )e  матриця жорсткості та вектор навантажень обчислю-
ються за формулами: 
( )
( ) ( ) ( )[ ] [ ] [ ][ ]
e
e e T eK B D B d
Σ
= Σ∫∫ ; 
 
( ) ( )
( )( ) ( ){ } [ ] { } [ ] { }
e e
k
ee e T T
kk
Г
P f p d f m ds
Σ
= Σ +∫∫ ∫ .  (30)
Тут ( )[ ]ef , ( )[ ]ekf  – матриці функцій форми компонентів векторів переміщень точок внут-
рішньої області та контуру елемента ( )e ; ( )[ ]eB  — матриця функцій форми компо нентів 
деформації; [ ]D  — матриця жорсткостей оболонки; ( )e
kГ  — частина контуру елемента ( )e , на 
якій задані крайові сили.
Таким чином, у роботі побудовано два варіанти скінченних елементів тонких оболонок 
складної форми, які задовольняють умовам неперервності векторів переміщень і кутів по-
вороту та точно описують поступальну частину переміщень скінченних елементів як жор-
стких цілих. Ефективність розроблених варіантів МСЕ перевірена шляхом розв’язання тес-
тових задач.
Наукові дослідження, результати яких опубліковано в даній статті, виконано за раху-
нок коштів бюджетної програми «Підтримка пріоритетних напрямів наукових досліджень» 
(КПКВК 6541230). 
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СОВМЕСТНЫЕ КОНЕЧНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ 
С ВЕКТОРНОЙ АППРОКСИМАЦИЕЙ НЕИЗВЕСТНЫХ 
ДЛЯ РАСЧЕТА ТОНКИХ ОБОЛОЧЕК СЛОЖНОЙ ГЕОМЕТРИИ
Дана постановка и разработана методика численного решения краевых задач для тонких оболочек слож-
ной формы при действии статической нагрузки. Разрешающие уравнения в перемещениях получены из 
условий стационарности функционала Лагранжа с использованием теории непологих оболочек Кирхго-
фа—Лява и метода конечных элементов. Предложены два варианта совместных конечных элементов, в 
которых реализовано векторную форму аппроксимации искомых величин и дискретное выполнение гео-
метрической части гипотез Кирхгофа—Лява.
Ключевые слова: оболочки сложной формы, статическая нагрузка, метод конечных элементов, векторная 
аппроксимация, дискретные гипотезы Кирхгофа—Лява.
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JOINT FINITE ELEMENTS WITH VECTOR APPROXIMATION 
OF UNKNOWNS FOR THE CALCULATION 
OF THIN SHELLS OF COMPLEX GEOMETRY
The formulation of boundary-value problems for thin shells of complex shape under the action of a static load is 
given. The basic equations are given on the basis of the theory of shells, in which the Kirchhoff—Love hypotheses 
hold. The geometric relationships are written in the vector form, and the physical ones are based on Hooke’s law 
for isotropic materials. Using the finite-element method, a technique has been developed for numerically solving 
two-dimensional static problems for thin shells of complex geometry. The resolving equations in displacements 
are obtained from the stationary conditions of a discrete analog of the Lagrange functional. Two variants of joint 
finite elements with 36 and 20 degrees of freedom are proposed. A feature of the developed modifications of the 
finite-element method is the vector form of approximation of the sought quantities and the discrete execution of 
the geometric part of the Kirchhoff—Love hypotheses. The finite elements of thin shells of complex shape con-
structed in this way satisfy the continuity conditions for the displacement vectors and rotation angles and accu-
rately describe the translational part of the movements of the finite elements as rigid bodies.
Keywords: complex-shape shells, static load, finite-element method, vector approximation, Kirchhoff—Love dis-
crete hypotheses.
